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KURZFASSUNG
Aus der allgemeinen Form der Wärmeleitungsgleichung wurden Lösungen
entwickelt, die verschiedene, mögliche Betriebszustände eines Brenn-
stabes beschreiben. Die Lösungen wurden im Hinblick auf ein möglichst
einfaches, Ubersichtliches digitales Rechenprogramm entworfen.
Ein digitales Rechenprogramm wurde erstellt.
ABSTRACT
Temperature Distribution in a Nuclear Fuel Pin,
Stressed by Different Sorts of Heat Sources
From the general heat conduction equat1on, solut1ons are developed
that describe var10us possible operational conditions of a nuclear
fuel pin. These solutions are analytically transformed to astate
perm1tting ready and organ1zatinally lucid digital programming.
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In der vorliegenden Arbeit werden für verschiedene, sowohl im Reaktor-
betrieb als auch im experimentellen Bereich auftretende Betriebszustände
aus der allgemeinsten Form der Wärmeleitungsgleichung Lösungen entwickelt,
die die Temperaturverteilung im Brennelement für die verschiedenen Zustände
beschreiben. Aus den Lösungen wurde ein digitales Rechenprogramm erstellt.
Hierbei wurde besonderen Wert darauf gelegt, ein möglichst einfaches, über-
sichtliches, leicht zu handhabendes und doch leistungsfähiges Programm zu
entwerfen.
Es wurden folgende drei Fälle betrachtet:
I. Im Brennelement besteht eine konstante Wärmeleistung bei konstant
bleibender Wärmeleitfähigkeit.
11. Die Wärmeleistung im Brennelement bleibt konstant oder ändert sich
nur sehr langsam; während sich die Wärmeleitfähigkeit des Brenn-
stoffes infolge Porenwanderung und anderen Effekten nur langsam
mit der Zeit ändert.
111. Das Brennelement wird durch eine beliebige, zum beliebigen Zeit-
punkt einsetzende Störleistung instationär belastet.
2. Allgemeine Betrachtung der Wärmeleitungsgleichung für Brennstoff und
Hülle





die Temperaturleitfähigkeit des Brennstoffes







spezifische Wärme des Brennstoffes
q (r, \f ,z) die an der Stelle (r, 'f ,z) bestehende Wärme-













Es wird ntUl vorausgesetzt, daß die Temperaturverteilung u ebenso wie die
Wärmeleis.ttUlg q nicht vom Azimutwinkel 'f abhängen.
Damit wird aus GI. (2.1):
2
ab
~ q (r,z) (2.2)
Die Temperaturleitfähigkeit a~ des Brennstoffes wird (ztUlächst) als konstant
angenommen. Damit ist Gl. (2.2) eine lineare partielle Differentialgleichung.
Sie läßt sich damit in einen stationären tUld einen instationären Anteil zer-
legen. Die GesamtlöstUlg setzt sich dann additiv aus den Einzellösungen zu-
sammen. Damit gilt für die Temperatur im Brennstoff:
U :=
Hierbei bedeutet der Index s stationär, der Index i instationär.
Gl. (2.3) in Gl. (2.2)eingesetzt ergibt:
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Gl. (2.4) läßt sich zerlegen in,
die den stationären Anteil der Temperatur beschreibende Gleichung:





















v(r,z,t) die Temperatur in der Hülle
k




spezifische Wärme der Hülle
Gl. (2.7) ist ebenfalls eine lineare Differentialgleichung. Ihre allgemeine
Lösung läßt sich daher ebenfalls aus einem stationären und einem instatio-
nären Temperaturanteil additiv zusammensetzen.
Damit gilt:




G1. (2.8) in G1. (2.7) eingesetzt ergibt:
2
2 d (vs + vi)
=ac ( 'dr2
Gl. (2.9) läßt sich zerlegen in l
die den stationären Anteil der Hülltemperatur beschreibende Gleichung:
(2.9)
) (2.10)
und in die den instationären Anteil der Hülltemperatur beschreibende
Gleichung:
2
2 d vi 1
= a (- +
c 'dr2 r
3. Die stationäre Temperaturverteilung in Brennstoff und Hülle (bei konstan-
ter Wärmeleistung und konstanter Wärmeleitfähigkeit des Brennstoffs)
Aus Gl. (2.5) ergibt sich die l die stationäre Temperaturverteilung im
Brennstoff beschreibende Gleichung zu:
1
+ r (3.1)
Die Lösung der Gl. (3.1) gibt l wie bereits erwähnt l den stationären Temperatur-
verlauf' im Brennstab (Brennstoff) in radialer und axialer Richtung. G1. (3.1)
kann l wegen einigen technischen und physikalischen Gegebenheiten vereinfacht
werden.
Der Brennstab ist l im Vergleich zum Durchmesser sehr lang l außerdem ist der
Temperaturgradient in axialer Richtung wesentlich kleiner als in radialer.
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Damit kann der stationäre Wärmestrom in axialer Richtung gegenuber dem
in radialer vernachlässigt werden.
Damit läßt sich Gl. (3.1) zerlegen in:
d2usz(r) 1 du (r) q (r)sz z
+ == -
dr2 r dr ~
und
2d use (z) 0
dz2
==
In Gl. (3.2) ::S t die Temperatur u (r) nur noch eine Funktion von r.
sz
q (r) ist die radiale Wärmequellverteilung an der Stelle z.
z
Die radiale Temperaturverteilung u (r) an der Stelle z wird aus Gl. (3.2)
sz
dadurch erhalten, daß die Wärmeleistung q (r) an der Stelle z in Gl. (3.2)
z
eingesetzt wird.
Da die Wärmeleitungsgleichung, wie bereits bemerkt, eine lineare Gleichung
ist, läßt sich die Gesamtlösung additiv aus Partikularlösungen zusammenset-
zen. Damit kann Gl. (3.3) zur Berücksichtigung der Temperaturerhöhung in-
folge Kühlmittelaufheizung herangezogen werden.
Die stationäre Temperatur an der Stelle (r,z) im Brennstab ist dann gegeben
durch:









Hierbei sind Cl und C2 Konstanten; sie sind aus den radialen Randbedingungen
zu bestimmen.




Hierbei sind Cl und C2 ebenfalls Konstanten l die aus den axialen Randbe-
dingungen zu bestimmen sind.
Genau wie die Brennstoffgleichung (2.5) läßt sich auch die HÜllgleichung
(2.10) in einen Radialteil:







Die allgemeine Lösung der GI. (3.7) lautet:
v (r) = Bl ln r + B2sz





-B11 B21 Bl und B2 sind hierbei wieder Konstanten l die aus den Randbedingungen
zu bestimmen sind.
Die stationäre Temperatur an der Stelle (rlz) in der Hülle ist dann (entspre-
chend der Gl. (3.4) für den Brennstoff):
v (rlz) = v (r) + v (z)s sz se
Randbedingungen (für den stationären Fall):
(3.11)
Die Kühlmitteleintritt~temperaturwirdl der Einfachheit halber Null gesetzt.
(Dies bedeutet lediglich eine Verschiebung des Nullpunktes.) Nun ist die Tem-
peraturerhöhung des Kühlmittels gleich den axialen Temperaturanteilen von
Brennstoff und Hülle (u (z) und v (z)). Damit lautet die Randbedingung
se se





sz (3. 12 )
Hierbei ist 0: die WärmeÜbergangszahl und ra der Hüllaußenradius.
Für die Randbedingung Brennstoff-Hülle wird angenommen, daß im Gasspalt
Brennstoff-Hülle keine Wärme gespeichert wird. (Die Wärmespeicherung im
Gasspalt ist, wegen der kleinen Spaltbreite und wegen der geringen Dichte
der Gase vernachlässigbar klein.










Hierbei ist r l der Grenzschichtradius Brennstoff-Hülle.
Ferner gilt in dieser Grenzschicht (Gasspalt) mit dem Temperatursprung .6 T
noch die Randbedingung:
u (r)\sz
r = r l
= vsz(r)\ + .6T
r = r l
(3.14)
Für den, in diesem Kapitel behandelten Fall ist der Brennstoff homogen über
das gesamte Volumen verteilt. Damit besteht überall dieselbe Wärmeleitfähig-
keit ~ des Brennstoffes. Es besteht kein Zentralkanal.
Damit gilt für das Stabzentrum folgende Randbedingung:
für r = 0
Da die Wärme leistung am Anfang und Ende des Brennstabes (z = 0 und z = H)
Null ist, hat dort Brennstoff und Hülle dieselbe Temperatur wie das Kühl-
mittel.
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Damit gelten folgende (axiale) Randbedingungen:
= 0
= U
für z = 0
für z = H
Hierbei ist U die Kühlmitte laustrittstemperatur (gemessener Wert) und H
die Brennelementlänge (Brennstoff).
Bestimmung der in den Gl. (3.5), (3.6), (3.9) und (3.10) auftretenden Kon-
stanten Cl' C2, Cp C2, Bp B2, Bl und B2:
Nach der Randbedingung Gl. (3.15) muß für r = 0 (Stabzentrum) eine endliche
Temperatur bestehen, da der Logarithmus für r = 0 nicht endlich ist, muß
in Gl. (3.5) Cl Null sein. Damit gilt für die stationäre Temperaturvertei-
lung (bei homogener Brennstoffverteilung), ( aus GI. (3.5), wenn man noch
gleiche Wärmequellverteilung in radialer Richtung annimmt):
2q r
u (r) = -~ + C2 . (3.18)sz If~
Gl. (3.9) in die Randbedingung (3.12) eingesetzt ergibt:
)
Gl. (3.19) in Gl. (3.9) eingesetzt, ergibt für die stationäre radiale Tem-





Die Gl. (3.18) und (3.20) in die Randbedingungen (3.13) und (3.14) eingesetzt,
ergibt für die restlichen Konstanten:
und
qz




Die Gl. (3.21) und (3.22) in die Gl. (3.18) und (3.20) eingesetzt, ergibt
für die radiale, stationäre Temperaturverteilung (im Falle einer konstan-
ten Wärmeleitfähigkeit des Brennstoffes) für den Brennstoff:
222qz - (rl - r) r l r l kc _
usz(r) = '2 L 2 k - k ( In ( r ) - 'ä"'7" ) ..J +ilT (3.23)
-0 c a a
für die Hülle:
v (r) = -sz
2
qz r l rL-l (-)2 k nc r a (3.24)
Gl. (3.6) und (3.10) in die Randbedingung (3.16) eingesetzt ergibt:
- -C2 = B2 = 0
Die genannten Gleichungen in die Randbedingung (3.17) eingesetzt ergibt:
(3.25)
Gl. (3.25) (unter Beachtung, daß C2 = B2 = 0 gilt) in die Gl. (3.6)
bzw. (3.10) eingesetzt, ergibt für die axiale stationäre Temperaturver-






vse(z) U= - zH
(3.26)
Damit ist das stationäre Temperaturproblem für den Fall der konstanten Brenn-
stoffwärmeleitfähigkeit und der gleichmäßig über den Stabquerschnitt verteil-
ten Wärmequelldichte gelöst.
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4. Die (quasi) stationäre TemperaturverteilWlg in Brennstoff und Hülle
(bei langsam veränderlicher Wärmeleitfähigkeit des Brennstoffes und
langsam veränderlicher Wärmeleistung)
Dieser Fall ist dann gegeben, wenn sich die Wärmeleitfähigkeit über den Stab-
querschnitt infolge PorenwanderWlg, BrennstoffentmischWlg und ähnlichem mit
der Zeit langsam ändert. Die Wärmeleitfähigkeit ist dann, ebenso wie die
Wärmeleistung eine Funktion des Ortes. Außerdem tritt in diesem Fall ein
Zentralkanal auf.
Um diesen Fall mathematisch zu behandeln, wird angenommen, daß sich die Wärme-
leitfähigkeit des Brennstoffes innerhalb bestimmter kreissymmetrischer Zonen
während eines bestimmten zeitintervalls nur geringfügig ändert und somit
innerhalb dieses Zeitschrittes als konstant angenommen werden kann.
Teilt man den Brennstoffzylinder in n solcher Zonen ein, innerhalb deren die
Wärmeleitfähigkeit k besteht und innerhalb deren die WärmeleistWlg q er-
n n
bracht wird, so wird die radiale stationäre Temperaturverteilung in den ein-
zelnen Zonen (nach Gl. (3.5) ) durch folgende GleichWlg gegeben ( Die Indices
sund z werden der Einfachheit halber weggelassen; es sei aber ausdrücklich
bemerkt, daß es sich in der folgenden Gleichung um die Wärmeleistungen und
Temperaturen an der Stelle z 1m n-ten Ring handelt. Dementsprechend sind
auch die Konstanten Cln und C2n Funktionen der axialen Koordinate z. Da die
letzten beiden, wie sich zeigen wird, direkt proportional der Wärmeleistung
q an der Stelle z sind, brauchen sie nur einmal für ein bestimmtes q be-
n n







+ , n = 1, 2, 3 ••• e (4.1)
Randbedingungen (für den (quasi) stationären Fall):
An der Randbedingung HÜlle-Kühlmittel ändert sich gegenuber dem vorhergehenden
Fall nichts. Damit ist auch hier Gl. (3.12) und damit Gl. (3.20) gültig. Be-
zeichnet man die der Hülle benachbarten Zone mit dem Index 1, so gilt, nach
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vorher Gesagtem für die Randbedingung Brennstoff-Hülle (entsprechend den








Die Unterteilung in radiale Brennstoffzonen führt zwischen den einzelnen
Zonen auf folgende Randbedingungen:
un+l (r) I
r = r n+l
= kn (4.4)
(4.5)
An den axialen Randbedingungen ändert sich gegenUber dem vorhergehenden Fall
(der konstanten Wärmeleitfähigkeit) nichts. Damit sind auch hier die Rand-
bedingungen nach den Gl. (3.16) und (3.17) gültig. Das bedeutet, daß auch
hier die axialen Temperaturgleichungen (3.26) und (3.27) gültig sind.
Bestimmung der in der Gl. (4.1) auftretenden Konstanten Cln und C2n und in
der Gl. (3.20) auftretenden Konstanten B:
Da nun infolge Porenwanderung ein Zentralkanal vorhanden ist, tritt das
Argument r = 0 nicht mehr auf, so daß Cle nicht Null sein müßte (wenn man
die innerste Zone mit e bezeichnet), um für den kleinsten r-Wert einen end-
lichen Funktionswert (Temperatur) zu erhalten.
Um aber Cle zu bestimmen, müßte für den Zentralkanal eine bestimmte Rand-
bedingung vorgegeben sein. (Dies wäre z.B. der Fall, wenn er mit einer
definierten Kühlung versehen wäre.) Da dies nicht der Fall ist, kann die
(4.6)
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Konstante Cle nicht bestimmt werden. Da die im Zentralkanal befindlichen
Gase stets angenähert dieselbe Temperatur haben wie die Brennstoffober-
fläche am Kanal, ist der Fehler klein, wenn man für die Temperaturver-
teilung der innersten Zone die Gültigkeit der Gl. (3.18) annimmt.
Damit ist die radiale Temperaturverteilung der innersten (e-ten) Brennstoff-
zone durch folgende Gleichung gegeben:
2
qe r
= - 4 k
e
+ C2e
Die Gl. (4.1) und (3.20) in die Randbedingungen (4.2) bzw. (4.4) und (4.5)
eingesetzt, ergibt für die Konstanten Cln und C2n folgende Rekursionsformeln:
k




kc r l ql r 2 (q2 - ql) r 3 (q3 - q2)~13 =~ B + 2 ~ + 2 ~ + 2 ~
.
.
Cle ist wegen Gl. (4.6) Null.








k r 1 ql k
















Während der Index n bei der Berechnung der Cln von 1 bis (e-l) läuft, läuft
er bei der Berechnung der C2n von 1 bis e. Die in den Rekursionsformeln (4.7)
und (4.8) noch enthaltene Konstante B wird aus den Randbedingungen zwischen
den beiden innersten Zonen bestimmt.
Die Gl. (4.1) und (4.6) mit den vorstehend berechneten Konstanten in die
Randbedingung (4.4) an der Grenze (n+l) = e eingesetzt ergibt:
(4.9)
1 -2 2 2 2 2-
B =~ L re(qe_l-qe) - r e- l (qe_l-qe_2) - r e-2 (qe-2-qe-3) - ••• - r 2 (q2-ql)-rl q~
c
Aus Gl.(4.9) erkennt man, daß für gleiche Wärmeleistungen in den einzelnen
Zonen die Konstante B mit der in Gl. (3.21) identisch ist. (Was auch der
Fall sein muß.)
Damit sind alle Konstanten für die Radialgleichungen (4.1) und (4.6) bestimmt,
so daß die radiale (quasi)-stationäre Temperaturverteilung nach den genannten
Gleichungen berechnet werden kann, wenn die Wärmeleistungen q und die Wärme-
n
leitfähigkeiten k der einzelnen Zonen bekannt sind. Zu ihrer Festlegung bzw.
n
Bestimmung werden andere Arbeiten herangezogen L-z.B. L-6-1-1i dasselbe gilt
auch für die Bestimmung des Temperatursprunges LiT Lz.B. L-6-1 -I.
Bezeichnet man in den Gl. (4.8) die Faktoren der Logarithmen ln r mit A
n n
und setzt die Gl. (4.7) und (4.8) in Gl. (4~1) ein, so erhält man für die
























Für die irmerste Zone (e-te) gilt (wegen Cle ;:: 0):
u (r)
e





B + b. T
Mit den Gl. (4.10) und (4.11) ist das (quasi)-stationäre radiale Temperatur-
problem auf einfache, übersichtliche Rekursionsformeln zurückgeführt, die
leicht für einen Digitalrechner programmiert werden können. Da, wie bereits
erwähnt, für die axiale Richtung zwischen dem ersten Fall und diesem kein
Unterschied besteht und damit die Gl. (3.26) und (3.27) gelten, ist auch
dieser Fall abgeschlossen.
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Zu beachten ist, daß zu den, aus den Gl. (4.10) und (4.11) erhaltenen Tempe-
raturen noch die Kühlmitteleintrittstemperatur additiv hinzuzufügen ist,
da diese in der Randbedingung nach Gl. (3.12) Null gesetzt wurde.
5. Das instationäre Temperaturproblem
Die, die instationären Temperaturen beschreibenden Gleichungen (fUr Brennstoff
Gl. (2.6), fUr die Hülle Gl. (2.7) ) sind der Form nach gleich. Sie unterschei-
den sich nur in den Stoffwerten, d.h. nur in der Temperaturleitfähigkeit (a2 ).
Es genügt daher , die beiden Gleichungen allgemein zu lösen und die allgemeine
Lösung auf die beiden Fälle zu übertragen.







Gl. (5.1) ist eine lineare Differentialgleichung, ihre allgemeine Lösung kann
damit durch Trennen der Veränderlichen erhalten werden. Es gilt folgender
Seperationsansatz:
wi = R(r) Z(z) T(t) (5.2)
Hierbei ist R(r) eine nur von r, Z(z) eine nur von z und T(t) eine nur von t
abhängige Funktion.








Beide Seiten der Gl. (5.3) können nur dann einander gleich sein,
gleich einer Konstanten (_X 2 ) sind.
Damit ergibt sich aus Gl. (5.3):
wenn sie
1 oT(t) 2 1 a2 R(r) +ll..-aR(r) 1
T(t) 8 t = a (R(r) ar2 r R(r) ar + Z(z)
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Da die rechte Seite der Gl. (5.4) Kombinationen der Funktionen R(r) und
Z(z) enthält, muß jede dieser Kombinationen für sich eine Konstante sein.




= - ')I. (5.5)
und für den r-abhängigen Teil:
L
R(r)
d2 R(r} + 1. 1




Hierbei sind, wie bereits erwälmt, (_')1.2) und (-w2 ) zunächst willkürliche
Konstanten. Die Gl. (5.5) und (5.6 ) in Gl. (5.4) eingesetzt ergibt:
2 2
= (l,,) + ')I.
Aus den Gl. (5.4),(5.5) und (5.6) ergeben sich folgende gewöhnliche
Differentialgleichungen:
für den zeitabhängigen Teil (aus Gl. (5.4) ):
dT(t} + %2 T(t) = 0
dt
mit der allgemeinen Lösung:
2
T(t) = e- X t
für den axialen Teil (aus Gl. (5.5) ):
2
d Z~z} + ')1.2 Z(z) = 0
d z
mit der allgemeinen Lösung:
Z(z) = E1 sin (')I.z) + E2 COS(Az)
(5.9)
(5.10)
Hierbei sind El und E2 ebenfalls, zunächst willkürliche Konstanten.
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für den Radialteil (aus 01. (5.6) ):
2
d R(r} + 1 d R(r) + ~ R(r) = 0
d r 2 r d r
01. (5.12) ist eine Bessel'sche Differentialgleichung nullter Ordnung.
Ihre allgemeine Lösung lautet:
(5.12)
Hierbei sind Kl und ~, ebenso wie CJ, zunächst willkürliche Konstanten.
Ja (C.Jr) und No (c..>r) sind Besselfunktionen nullter Ordnung erster bzw.
zweiter Art.
Da es sich, wie schon angedeutet, um zwei Zonen (Brennstoff und Hülle) mit
verschiedenen Stoffwerten, d.h.mit verschiedenen Temperaturleitwerten han-
delt, ergibt sich aus 01. (5.13) und (5.11)
für den Brennstoff:
(5.14)
z(z) =El sin(~ z) + E2 cos (~z)
für die Hülle:
z(z) = El sin ( ~ z) + ~2 cos (~ z)
(5.15)





Die in den GI. (5.16) und '(5.17) auftretenden Konstanten werden aus den
Rand- und Anfangsbedingungen bestimmt.
Randbedingungen (für den instationären Fall):
Als Randbedingung zwischen Hülle und Kühlmittel gilt (wie im
stationären Fall):
Die zwischen Brennstoff und Hülle gespeicherte Wärme ist, wie bereits er-
wähnt, vernachlässigbar klein; dies führt auf die Randbedingung:
~ ddu~1
r = r 1
Für den instationären Fall wird angenommen, d~ß zwischen Hülle und Brenn-
stoff Kontakt besteht; dies führt auf die Randbedingung:
Im Stabzentrum gilt:
für r = 0 (5.21)
Als axiale Randbedingungen gelten:
= 0
= 0
für z = 0 und z = H
für z = 0 und z = H
-Bestimmung der Konstanten ~ und ~
Nach den Randbedingungen (5.22) und (5.23) muß für z = 0 in den GI. (5.16)
und (5.17) ui und vi Null sein. Da aber der Kosinus von Null nicht Null
ist, kann cos (AZ) keine Lösung sein. Damit muß in den genannten Gleichungen
E2 und E2 Null sein. Als Axial-Lösung kommt nur sin(Az) in Frage.
- 20 -
Nach denselben Randbedingungen muß für> z = H, ui und vi ebenfalls Null
sein. Diese Bedingungen sind erfüllt für> alle:
=
nllAn=~ =An n H n = 1, 2, 3, •••
Für> den Radialteil, hat man im Brennstoff, wie im (quasi)-stationären Fall
zwei Fälle zu unterscheiden, nämlich ob ein Zentralkanal vorhanden ist
oder nicht.
Ist ein Kanal vorhanden, muß aber zur Bestimmung aller auftretenden Konstan-
ten für> ihn eine definierte Randbedingung vorliegen. Dies ist nicht der Fall,
daher wird, wie im stationären Fall, auch hier zwischen beiden Fällen nicht
unterschieden. Der Fehler, der im Falle des Vorhandenseins eines Kanals be-
gangen wird, ist klein.
Die Besselfunktion zweiter Art NO (c;j r ) ist für> r = 0 nicht endlich. Da
aber nach der Randbedingung (5.21) für> r = 0 (Brennstabzentrum) eine end-
liche Temperatur bestehen muß, kann sie ebenfalls keine Lösung des Problems
sein. Es muß damit in Gl. (5.16) ~ Null sein.
Mi t den axialen "Eigenwerten" A aus Gl. (5.24) existieren nach Gl. (5.7)
n
mindestens C:> bzw 0 ~ radiale "Eigenwerte".
n n
Nach Gl. (5.7) gilt:
w 2 = r?- _ A2
n 2 n
a
, n = 1, 2, 3 ••• (5.25)
Mit den Eigenwerten A , c.J und ~ nehmen die Konstanten El und El dien n n
Form El n bzw. El n' die Konstanten Kl , Kl und ~ die Form Kl n' Kl n undjL an. Bezeichnet man die zusammengezogenen Konstanten Kl El mit K ,-~ n n n n
K~ln mit Kln und ~JEl mit ~n' so wird die instationäre Temperaturver-
teilung
für> den Brennstoff (aus Gl. (5.16) ):
(5.26)
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für die Hülle (aus Gl. (5.17) ):
v =i
Nach der Randbedingung (5.18) (Kühlmittel-Hülle) ergibt sich aus Gl. (5.27):
daraus ist:
NO (c::, r )na
)
(5.28)
Diesen Ausdruck in Gl. (5.27) eingesetzt, ergibt für den stationären Temperatur-
anteil der Hülle (Kl =K gesetzt):n n








(N' (~ r )+-L NO(~ r ) ) Jo(~ rl)-(JO'(~ r )+~ JO«(l; r ))}Jo(C:; r l )o na kW . na n na kW na n
c n c n
Nach Gl. (5.25) gilt:
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Gl. (5.29) ist (mit den Gl. (5.30) und (5.31) zusammen) eine transzendente
Gleichung für X. Sie gibt für jedes einzelne 'A unendlich viele Lösungen.
n
Damit wird: X , n = 1, 2, 3, ••• , m = 1, 2, 3, ••• Damit ergeben sich
n,m
nach den GL (5.30) und (5.31) ebenfalls c:i und Q Eigenwerte.
n,m n,m
Mit den Ergebnissen aus der Eigenwertgleichung (5.29) nehmen die Temperatur-
gleichungen (5.26) und (5.28) folgende Form an:





~ K J (&3 r) sin('A z)
n=l -~,m 0 n,m n





"1.2 t(Pn,m Jo(~n,mr)- gn,m No(~n,mr) )sin('Anz) e- n,m
Hierbei sind die Konstanten:
g = c:> J' ( ~ r) + L J O (~ r)n,m n,m 0 n,m a k n,m a
c
P = ~ N' (c:; r) + L N (w r)n mOn m a k 0 n,m an,m' , c (5.35)
Für die stationäre Wärmeleistung gilt folgendez-Abhängigkeit (im allgemeinen):
(5.36)
HHierbei ist qo die maximale Wärmeleistung (bei z = 2).
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Nach den Gl o (2.3) und 2.8) ergibt sich, mit den Gl. (3.23), (3.24),








co _ - ")(2 t






2q r k rvgk1 L ln (rr) - --S.- J sin(.JL z) + *z
c a a: r a H
co K




Bestimmung der Konstanten (Amplitudenfaktoren) K und K
n,m n,m
Bei der Bestimmung der Konstanten K und K werden die durch die Gl.
n,m n,m
(5.32) und (5.33) angegebenen allgemeinen instationären Lösungen zu solchen
ausgezeichneten Lösungen aufgebaut, daß sie für t = 0 in die willkürlich
vorgegebene Anfangstemperaturverteilur~ubergehen.
Die Anfangstemperaturverteilung in Brennstoff und Hülle ist (nach der Ver-
schiebung des Nullpunktes) zu Beginn des Startvorgangs (t = 0) Null.




r l - 1 1 r k 1( ln ( ...l ) c )J, UGl =TL 2 ~ - - -- G2 = 4 ~ , G=-k r a: r 3 qo H




.-.2-. G = -.1L.=- =-2 k , 2 k a: r , 3 qo Hc c a
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Mit den Abkürzungen (5.39) wird flir t = 0 und L\T = 0
flir den Brennstoff (aus Gl. (5.37) ):
qo L(G
2
r 2 - Gl ) sin -H
lI z - G
3
zJ = ~ ~ K J
O
( CJn,mr ) sin(~nz) (5040)
m=l n=l n,m
flir die Hülle (aus Gl. 5.38) ):
(5.41)
=
L - r - 7f = - co co Kn m -qo (Gl 1n(-r) - ( 2) sin( -H z) - G3z / =:E :E ~ (p JO(w r)-g-I p n.m n.m n.ma m=l n=l n,m' , ,
NO( ~ r»sin(~ t)n,m n,m
Die Gl. (5.40) mit r Jo(~ r) sind (~r) multipliziert und über das Grund-Y,lJ. m
gebiet (Brennstoff) integriert ergibt:
r l H
QOG2 S ),:5 Jo( ';:;)7,~r) sin( l Z ) sin(».nz) d Z d r
r=O z=O
( - ). (1 ) i (~ ) d d0.J)J, I-l-r s~n H z s n ''"nz z r
r l H
- Qo 03} ~ r JO( ';:;)?,~r)
r=O z=O





JO( C3 r) sin(~ z) sin(~ z) d z d rn,m n m
Lösen der in Gl. (5.42) auftetenden Integrale:
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Sowohl die Kreisfunktionen als auch die Besselfunktionen bilden Orthogonal-
systeme. Damit gelten folgende Orthogonalitätsrelationen:
für die Kreisfunktion:
sin(A z) d z =
m {
0 für n I- m
_
H fur" n=m2
für die Besselfunktionen (nullter Ordnung):
o für))J, I.l. I- n, mr
o
(5.44)
für 1/, I.l. = n, m
Damit wird das Integral der rechten Seite von Gl. (5.42):
Die Integrale der linken Seite von Gl. (5.42) ergeben sich, unter Beachtung




""" H r l( - )' (/I ) • (" )r J O c..J)7, I.l.r s~n H z Sill '''mz dz dr = 2 w
n,m














Die Gl. (5.41) mit r (p,? JO (W,? r) - g,? NO (z,.? r) ) sin ('f.. z)v,1J. v,1J. v,1J. v,1J. m
multipliziert und über das Grundgebiet (Hülle) integriert ergibt:
(;:3 r l )}n,m
(5.46)
sin ('f.. z) dz dr
m




H sin ('f.. z) dz drm
rv
(cJ)J,lJ.r) sin (~z) sin ('f..mz) dz dr
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"....





sin (}.. z) dz dr
m
Läsen der in Gl. (5.46) auftretenden Integrale:
Wie die Kreis- und Besselfunktionen bilden die ZylinderfurU(tionen ebenfalls
Orthogonalitätssysteme.
Für die Zylinderfunktion nullter Ordnung gilt:
= n,m
Mit Hilfe der Orthogona1itätsrelationnach G1. (5.43) und partieller Integration
ergeben sich die in Gl. (5.46) auftretenden Integrale der linken Seite:
r Hr r ~r = II H -r ln (-) J O (~y r) sm (flZ) sm (f.. z) dz dr = = L r a J 1r a "J.l m 2 (pV"J.l
r=r1 z=O
r H
a f -) r = /l H -r ln (- )No (jj-p r) sm(flZ) sm (f.- z) dz dr = = L r a N1r a "J.l m 2 CA?)l"J.l
r=r1 z=o
- - - H -- - -(C;\~ r )- r 1 J 1 (C2Jy r 1 )..!+ -2LJo(~' r )-Jo (6;.., r 1 )..!
"J.la "J.l 2<3 Y"J.la Y"J.l
}7" J.l
- - - H -- - -(GJ" r )- r 1 N1 (~r1)..!+ -2 iPo(eJ" r )-NO(Q" r 1 )..!v"J.l a "J.l 2 ilJ v"J.l a v"J.l
}l,J.l
r H
(( - f[) ) r Jo(q,.~r) sin (jiZ)
r=r1 z=O
H
sm (f.. z) dz dr = --::
m 2c3
)i"J.l




f f r NO
r=r1 z=o
rv
- It H - = =-(Q" r) sm ( -H z ) sin ( f.. z ) dz dr = _ L r N1 (ciJ" r ) - r 1 N1 (CiJ" r 1)..!v" J.l m 2 i1J a Y" J.l a v" J.l
)/" J.l
r H
a fr Ja ~",.~r) Z sin (AmZ) dz dr ~ H (_l)m
f





H( _1)IJ1) Sr No (e:; r) z sm (f.- z) dz dr = - L-ra N1 (~V"J.lra) - r 1 N1 (~:V"J.l r 1 ) J).7" J.l m
f..m Q}7"J.lr=r1 z=O
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Das Integral auf der rechten Seite von Gl. (5.46) ergibt sich mit Hilfe der
Orthogonalitätsrelation (5.47) unter Beachtung, daß die Hülle immer viel
dünner als der Brennstoffradius ist, so daß gilt:
J ( ~"l rl) "'" J (,:=..., r), NO (;;'n.m r l ) C'J, NO (G)n,m r a )o ~n,m ~ 0 uvn,m a ~ , ~













H a 1 _ 2 2




Mit den vorstehenden Integralen und unter Beachtung von oben Erwähntem ergeben
sich aus Gl. (5.46) die Konstanten (Amplitudenfaktoren) zu:
0= 220=
Kn,m ::::: 7[ qo r a CV'n,m
Pn,m -2 a22(r +rl )(63 + -2)a n,m k
c
Damit wäre das instationäre Temperaturproblem für den Fall gelöst, daß zum
Zeitpunkt t 0= 0 im Brennelement die maximale konstante Wärme~eistung qo sprung-
artig erzeugt'wird.
Damit kann der instationäre Temper.aturverlauf für diesen Fall in Brennstoff und
Hülle nach den Gl. (5.37) und (5.38) berechnet werden.
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6. Erweiterung des instationären Temperaturproblems auf beliebige, zum
beliebigen Zeitpunkt einsetzende Stör-Wärmeleistungen




ui = qo P(t) ~ ~ Km=l n=l n,m
- X2 te n,m (6.1)
Hierbei ist p(t) die Einheitssprungfunktion; sie ist folgendermaßen definiert:
p(t)
1 fUr t > 0
o fUr t < 0
Da es sich hier um lineare Gleichungssysteme handelt, läßt sich die instationäre
Brennstofftemperatur durch folgende Integralgleichung darstellen:
t




. Hierbej. ist q (r) die zum Zeitpunkt t = teinsetzende Wärmeleistung. ,." (t - T)
ist die zeitliche Ableitung der Übergangsfunktion des Systems. Definitionsgemäß
ist die Übergangsfunktion das Verhältnis von Ausgangsfunktion (Temperatur) zu
Eingangsfunktion (Wärmeleistung) • Letztere stellt die Störfunktion dar.
Damit ergibt sich aus Gl. (6.1) als Übergangsfunkt ion fUr den Brennstoff:
(6.3 )
'tf'(t) = qo p(t) = ~ ~ -~* JO (Q r)m n .mm=l n=l' # sin
t









GI. (6.4) in GI. (6.2) eingesetzt ergibt:
(6.5)
co co
















ist die Funktion F1 = q ('C ) mit der
- X2 (t -'t)('7:) e n,m d"r (6.6)
Nach dem Faltungssatz ist:
Hierbei ist:
= Laplacetransformierte der Funktion Fl
Laplacetransformierte der Funktion F2
Die Laplace-Tranformation auf die Funktionen Fl und F2 angewandt ergibt:
1








Die Ausdrücke (6.8) in Gl. (6.7) eingesetzt ergibt: (6.9)




11 + -2---- s
Xn..m







JO (W r) sin (~ z)n .. m n
(6.10)
q ( s )
Gl. (6.10) stellt die laplacetransformierte Lösung der instationären Wärme-
leitungsgleichung für den Brennstoff bei veränderlicher Wärmeleistung q dar.
Die Faktoren 1/X2 der komplexen Variablen s sind die Zeitkonstanten der
n.. m
einzelnen Temperaturanteile.
Genau auf dieselbe Weise wie nach den Gl. (6.2) .. (6.3) .. (6.4) .. (6.6) .. (6.7) ..
(6.8) und (6.9) für den Brennstoff .. ergibt sich aus Gl. (5.33) die laplacetrans-
formierte Lösung der instationären Wärmeleitungsgleichung für die Hülle zu
- - *(R ~ qo R gesetzt):
n .. m n.. m
- *00 00 K
= - I: I: ~
m~l n=l Pn.. m
(6.11)
q (s)




Mit den Gl. (6.10) und (6.11) wird die instationäre Brennstoff- und Hülltempe-
ratur durch Verzögerungs glieder erster Ordnung dargestellt.
Bezeichnet man die Zeitkonstanten 1/X2 des Systems mit T so ergeben sich
n.. m n.. m
aus den Gl. (6.10) und (6.11) folgende Übertragungsfunktionen:
q (s)
1














Mit dem Einführen der Übergangsfunktionen X (t) wird die instationäre
n,m
Temperaturverteilung:
für den Brennstoff (aus Gl. (6.10) ):
ui (r,z,t) (6.14)




E E n,m ( J (~ r)p Pn,m 0 n,m
m==l n==l n,m
(6.15 )
Die zeitlichen Temperaturänderungen in Brennstoff und Hülle sind, wie aus der
Differentialgleichung (6.13) hervorgeht, neben den Zeitkonstanten T , von
n,m
dem zeitlichen Verlauf der Wärmeleistung q (t) abhängig, die in der genannten
Gleichung als Störglied auftritt.
Um die instationäre Temperatur an irgend einer Stelle des Brennstoffes oder
der Hülle zu b~stimmen, ist die Gl. (6.13) zu lösen (der zeitliche Leistungs-
verlauf q (t) wird als bekannt vorausgesetzt) und mit den ortsabhängigen Fak-
-* - =* =toren K J O (VJ r) sin (A z) bzw. K / p (p J O (Q r)-n,m _ n,m m n,m n,m n,m n,m
- g NO (~ r)) sin (A z) zu multiplizieren und die einzelnen Glieder
n,m n,m m
zu summieren (gemäß Gl. (6.14) bzw. (6.15) ).
Gl. (6.13) etwas anders geschrieben lautet:







q (t) = 0 (6.16)
- 34 -














e n,m dt ) (6.17)
Hierbei ist C Integrationskonstante, sie wird aus der Anfangsbedingung bestimmt.
Im Vorausgehenden wurde angenommen, daß zum Zeitpunkt t = 0 die Wärmeleitung




e n,m d t )
1Sq(t)
o
Nimmt man an, was meistens der Fall ist, daß die Störwärmeleistung konstant
Damit wird aus Gl. (6.17):
t
-~
X (t) = e n,m
n,m














Setzt die Störwärmeleistung q nicht zum Zeitpunkt t = 0 sondern zum Zeitpunkt
c
t = t l ein, so folgt(aus Gl. (6.18) ):




e + q (1 - e
c




Aus Gl. (6.19) bzw. (6.20) erkennt man, daß der instationäre Term qo e n,m,
der vom Anfahren herrührt, für t ~ 00 gegen Null geht; d.h. nach Gl. (5.37)
und (5.38) läuft die Temperatur in den stationären Wert ein, wenn keine Stör-
leistung q bzw. q (t) vorhanden ist. Ist eine Störleistung (im vorliegenden
c
Fall eine konstante (q ) )vorhanden, gehen die Ubergangsfunktionen X (t) für
c n,m
t .... co gegen qc; d.h. die Brennstoff- und Hülltemperatur steigen dann (nach
GI. (6.14) und (6.l5) ) proportional der Störleistung q •
c
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Mit den vorangegangenen Herleitungen sind sowohl die stationäre, als auch
die instationäre Temperaturverteilung in einem zylindrischen Brennstab
mit Hülle auf übersichtliche, für einen Digitalrechner leicht zu programmie-
rende Formeln zurückgeführt worden.
Zum instationären Temperaturproblem ist noch zu bemerken: Die Reihen, mit
welchen die instationären Temperaturen dargestellt werden, konvergieren,
wegen den sehr rasch größerwerdenden X , sehr schnell, so daß nur wenige
n.m
Glieder benutzt werden müssen, um die instationäre Temperatur mit
ausreichender Genauigkeit zu berechnen.
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